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� � 摘 � 要: � 建立了 PWM 型二阶开关电容 DC�DC 变换器的二维离散映射模型, 用非线性动力学理论分析了映射模
型定点的稳定情况.以电压反馈系数为参数, 通过数值计算描绘了系统动态演化的分岔图和最大 Lyapunov 指数变化曲

线.以二阶串并电容组合开关电容 DC�DC 变换器为例, 用 PSPICE 软件对其进行模拟仿真,得到了变换器的混沌吸引

子.理论分析、数值计算和模拟仿真保持了一致.
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Abstract: � A two�dimensional discrete�time map for pulse�width modulated second�order switched�capacitor DC�DC convert�

er is derived. The stability at fixed point of the map is analyzed under nonlinear dynamics theory . The bifurcation diagram and

largest Lyapunov exponent graph with the voltage feedback factor as parameter are obtained through numerical computation. Taking

second�order switched�capacitor DC�DC converter as an example, we find a chaotic attractor in the converter by simulating the cir�
cuit w ith PSPICE program. The results from theoretical analysis, numerical computation and analog simulation co incide with each

other well.
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1 � 引言

� � 开关电容 DC�DC变换器是近年来研究的一种新型
功率变换器[ 1~ 6] ,它不含磁性元件,具有拓扑结构简单、

尺寸小、电磁干扰低和转换效率高等优点, 十分适合于

便携式电子产品的电源设计,尤其是在目前较为流行的

SOC(System on a Chip, 片上系统 )内核供电电源中很有

吸引力.开关电容 DC�DC变换器含有开关元件, 是一种
强非线性系统.目前对这种变换器的分析手段主要有等

效电量关系法[ 1]、状态空间平均法[ 2]等, 这些方法适用

于变换器在开环状态下的小信号线性化近似分析.然

而,实际应用中的变换器一定是工作在有反馈的非线性

闭环系统,采用以上方法就难以分析系统运行的动态演

化过程和稳定情况,反映变换器工作的物理本质.所以

对开关电容 DC�DC变换器这种强非线性系统, 运用非

线性动力学的理论、方法对其闭环系统中复杂的非线性

动力学行为进行深入研究就显得很有必要.国内外一些

学者自上个世纪 90 年代开始,对传统的含电感变换器

中的非线性现象进行了研究,提出了一些有效可行的建

模方法和分析手段,取得了大量有意义的成果[ 7~ 10] .但

是,对开关电容 DC�DC变换器非线性动力学行为的研
究却鲜有报道.

本文以典型的 PWM( Pulse Width Modulation, 脉冲宽

度调制)型二阶串并电容组合开关电容 DC�DC变换器
为研究对象,用数学方法推导了其二维频闪映射方程.

在此基础上,运用理论分析、数值计算和模拟仿真的手

段,研究了电压反馈系数变化时,系统出现的分岔和混

沌等非线性动力学行为,从而进一步认识开关电容 DC�
DC变换器的工作机制和非线性动力学特征.
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2 � PWM型开关电容 DC�DC变换器的动力学建模

� � 图 1 所示为典型 PWM 型开关电容 DC�DC变换器
的电路原理图 (注: 图中 C1、C2 的等效串联电阻未画

出) .为了能得到开关占空比的显式表达式, 变换器反

馈控制回路采用示意框图的形式表示
[ 7]

.图中 S 1、S2为

功率开关, D1、D 2、D3为二极管, E 为输入电压, v 1、v 2、

vo 分别为电容 C1、C2、CO上的电压, D 是开环稳态运行

时开关S 1的导通比, k 为反馈系数( k> 0) , X 为电压反

馈控制的参考电压.

在一个工作周期 T 中,电路有两种工作状态:在状

态 , S 1导通, S 2截止, C1 和 C2串联连接,电源 E 向

C1、C2串联充电, CO 放电提供负载电流;在状态 !, S 1

截止, S 2导通, C1和 C2并联连接,通过 S 2向 CO 补充

电量.

设 C1和 C2, D 1、D 2和 D 3分别为参数相同的电容

器和二极管,则由电路的对称性有 r1= r2= r ,并令 C1

= C2= C,其等效串联电阻为 r 1= r2= r , CO 的等效串

联电阻与负载相比可忽略不计, S1、S 2 的导通电阻为

r s1、r s2 , 二极管的导通压降为 Vd . 设状态向量 x =

v v 0
T
, b= E Vd

T
,开关动作时刻依次为 t n、tn∀、

tn+ 1= tn+ T ,定义 �1= [ tn , tn∀ ] , �2= [ tn∀ , tn+ 1] , 则在

各时间区间电路的状态方程分别为:

�x= A1x+ B1b � , t # �1
�x= A2x+ B2b � , t # �2

( 1)

状态矩阵 A1、A2和输入矩阵 B1、B1分别为

A1=

- 2
C( 2r + r s1)

0

0
- 1
COR

, B1=

1
C(2r + rs1)

- 1
C( 2r + rs1)

0 0
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COR
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B2=

0
1

C( r+ 2r s2)

0
- 2

CO( r + 2 rs2)

令 x ( n)= x ( tn) = [ v ( n) � v o ( n) ] T, �1= tn∀ - tn

= dnT , �2= tn+ 1- tn∀ = (1- dn) T . dn 为第 n 个周期开

关S 1的占空比,根据图 1有

dn=

0, dn< 0

1, dn> 1

D- k[ v o( n) - X] , 0 ∃ d n ∃ 1

( 2)

则在[ nT , ( n+ 1) T]内解式( 1) ,并运用矩阵函数的微积

分性质可得

x ( n+ 1) = e�2A2e�1A1 x ( n) + e�2A2( e�1A1- I ) A- 1
1 B1b

+ ( e�2A2- I ) A- 1
2 B2b ( 3)

其中 I 为二阶单位矩阵.运用Hamilton�Cayley 定理[ 8] ,

采用矩阵函数的待定系数法可求得

e
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其中, g 1= 1/ ( 2r + rs1) , g2= 1/ ( r + 2r s2) , a 0( t )、a 1( t )

的表达式如下:
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1
2
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2!

e
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1
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e
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2 t
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( 4)

其中  、!的表达式为

 =
g 2
C
+
2g 2
CO
+

1
COR
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4g 2

CCOR

( 5)

将以上各式代入式( 3) , 就得到了 PWM 型二阶串

并电容组合开关电容 DC�DC变换器的二维离散映射方
程,列写如下:

v ( n+ 1) = a0( �2) - a1( �2)
g 2
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� e
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( 6)
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3 � 二维离散映射的定点及其稳定性分析

� � 离散映射定点的性质对分析系统的动力性质具有

十分重要的意义, 因此我们首先用解析的方法研究开

关电容变换器二维离散映射中的定点.对于离散映射

方程(6) ,其定点 xf 可通过求解下列方程组得到

v ( n+ 1) = v ( n)

vo ( n+ 1) = v o( n) = X
( 7)

映射在定点处的 Jacobian矩阵为[ 9] :

J ( xf ) =

∀v ( n+ 1)
∀v ( n)

∀v ( n+ 1)
∀vo ( n)

∀vo ( n+ 1)

∀v ( n)

∀vo ( n+ 1)

∀vo ( n) x
f

( 8)

令 #1、#2是 J ( x f )的特征值,则定点稳定条件为: | #1| <

1且| #2 | < 1.且当有一个特征值为- 1时, 系统开始出

现分岔.

下面以一个具体的例子来计算系统的定点及其稳

定范围.对图 1中的各电路参数设置如下: E = 15V, Vd

= 0�3V, X = 5V, rs1= 0�3∃ , rs2= 0�085∃ , r = 0�1∃, R=

20∃ , C1= C2= 47%F, CO = 100%F, T= 100%s.由式 ( 7)可

解得

xf = [ 5�3164 � 5�000] T

D= 0�0167
( 9)

注意:求解时应将稳定运行的开关导通比 D 当作未知

量,因为 D 由系统的稳态工作点所决定.映射在定点 xf

处的 Jacobian矩阵为

J( xf ) =
0�4112 - 7�1206k+ 0�5022
0�4099 - 7�0974k+ 0�5006

( 10)

通过计算其特征值,再利用上述定点稳定条件可得变

换器稳定运行的范围为

0< k< 0�2694 ( 11)

当 k= 0�2694 时, Jacobian 矩阵有一个特征值为- 1,系

统处于稳定临界状态,当 k> 0�2694 时,系统进入分岔,

k= 0�2694是系统的分岔点.

4 � 开关电容 DC�DC变换器闭环系统动态演化过程

� � 上述理论分析表明:在开关电容 DC�DC变换器闭环
系统中, 电压反馈系

数 k 的取值影响着

系统运行的稳定性.

为验证理论分析结

果,进一步认识变换

器随 k 值变化的动

态演化过程,下面以

电压反馈系数 k 为

参数, 通过对式 ( 6)

进行迭代计算,得到图 2所示 v 0随 k 变化的分岔图.

图 2直观反映了系统运行状态的演化过程,展示了

开关电容变换器中存在的分岔、混沌等非线性动力学

行为.当 0< k< 0�27时,系统运行在稳定的周期不动点

(定点) ; k &0�27 时,迭代计算结果出现跳跃情况, 曲线

分为两支,系统开始出现倍周期分岔,这与前面的理论

分析结果一致; 将分岔图局部放大, 可以观察到 k &
0�295时,系统由周期 2变为周期 4,然后在很窄的范围

内分岔迅速加快;直到 k &0�303时,分岔周期已经非常

大,随机程度很高,系统开始进入混沌状态.

5 � 系统的最大 Lyapunov指数计算

� � Lyapunov 指数可以表征系统运动特征: 所有 Lya�
punov指数取值的集合( Lyapunov指数谱) 决定系统在相

空间轨线(吸引子 )的性质, 如果计算得知系统至少有

一个正的 Lyapunov指数,则可肯定系统作混沌运动[ 11] .

m阶离散系统的 Lyapunov 指数 (用 LE 表示 )定义如

下[ 9] :

LEj= lim
n ∋ (

1
n )

n

i= 1

ln #1 , � j = 1, 2, ∗, m ( 12)

其中 #i 为每次

迭代的变换器状态

变量值x 对应的 Ja�
cobian 矩阵的特 征

值, n 为迭代次数.

最大 Lyapunov 指数

(用 LLE 表示 ) 为:

LLE = max ( LE1 ,

LE2, ∗, LEm ) . 图 3

是系统二维映射 ( 6)

在不同 k 值时, 用计算机计算得到的最大 Lyapunov 指

数变化曲线.

计算过程中记录了当 k= 0�303时, LLE 由负值变

为正值, 系统开始进入混沌, 之后随着 k 值增大, LLE

持续为正值,系统继续运行在混沌状态,这与前面的分

岔图保持了一致. 同时, 计算结果还显示系统的最小

Lyapunov指数始终为负数,因此变换器的两个状态变量

在相平面上的轨线将收缩成为吸引子[ 11] ,这在下面的

PSPICE模拟仿真结果中可以证实.

6 � PSPICE模拟仿真

� � 为验证上述理论分析和数值计算的结果, 下面用

PSPICE软件,对一个具体的开关电容 DC�DC变换器的
电路进行模拟分析.电路的主要部份如图 4 所示, 反馈

控制回路参考了文献[ 10]的做法.

图中 Vnef 为电压反馈控制的参考电压, 对应图 1
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中的 X, Vramp为锯齿波,其电压表达式为 Vramp = VH +

( VH - VL ) ( t mod T ) , VH、VL 分别为锯齿波的波峰和波

谷电压值.将图 4和图 1对照可得如下关系

k=
R3

( VH - VL ) R1

D=
( 1+ R3/ R2) Vref- VL

VH - VL

( 13)

反馈电路部份电路各参数设置如下: VH = 9V, VL = 5V,

Vref= X = 5V, R2= 100k∃ , R3= 1�336k∃ , R1 是可调电

阻,用于改变反馈系数 k的值.用 PSPICE对图 4进行模

拟仿真,得到 k取不同值时,变换器状态变量的时域波

形和相图.限于篇幅,下面仅列出了系统运行在周期 1、

周期 2和混沌状态的仿真结果,分别如图 5~ 7所示.

由以上图形可以看出, PSPICE仿真结果与前面的

分析保持了一致. 图 7 展现了二阶 PWM 型开关电容

DC�DC变换器闭环系统中存在的混沌吸引子, 该吸引

子的形状、结构与在传统变换器中得到的吸引子不同,

这是由于开关电容变换器工作的物理机制不同于传统

直流变换器.

7 � 结论

� � 开关电容变换器是一种有着广泛应用前景的变换

器.本文以典型二阶串并电容组合开关电容 DC�DC变
换器为例,经过严格的数学推导, 建立了其闭环系统的

二维离散映射模型.理论分析、数值计算和模拟仿真结

果均表明开关电容变换器中存在着分岔、混沌等非线

性动力学行为.所用的分析方法具有一般性,可推广到

其他不同拓扑结构的开关电容功率变换器非线性动力

学行为分析中.
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